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RESUMO 
 
O objetivo deste trabalho é discutir modelos multiobjetivos para a otimização da operação de usinas hidrelétricas em 
cascata. As funções objetivo são a maximização da geração e do volume final dos reservatórios. O primeiro objetivo 
é tratado como linear, com produtibilidade constante, e não linear, com produtibilidade variando em relação ao nível 
do reservatório. O segundo objetivo está relacionado com a garantia de geração futura, ou seja, maximizar o 
armazenamento final dos reservatórios. Dessa forma, o problema é modelado pela programação linear e não linear, 
e o conjunto de soluções Pareto é comparado e analisado.     
 
PALAVRAS-CHAVE 
 
Usinas hidrelétricas, Cascata, Geração, Multiobjetivo, Programação matemática 

1.0 - INTRODUÇÃO  

 
O sistema elétrico brasileiro conta com um grande parque gerador hidráulico, caracterizado por usinas 
hidrelétricas de diferentes portes espalhadas por todo o território nacional.  As decisões de operação dessas 
usinas devem estabelecer um compromisso entre a geração hidrelétrica no momento da decisão e a 
disponibilidade de água nos intervalos de tempo seguintes, procurando, ainda, respeitar restrições de uso múltiplo 
da água, tais como navegação, irrigação e controle de cheias. Além disso, as unidades geradoras apresentam 
forte acoplamento hidráulico, resultante da presença de usinas a fio d'água e com reservatórios localizados em 
cascata em bacias hidrográficas de grande extensão. 
 
A coordenação das usinas hidrelétricas é um problema de grande porte e interconectado. Dessa forma, formular e 
tratar o problema em questão como um problema multicritério para usinas individualizadas é por si só desafiador 
devido à complexidade e ao custo computacional envolvido. 
 
Historicamente, técnicas de programação dinâmica foram aplicadas no planejamento e programação do sistema. 
No Brasil, as ferramentas utilizadas no planejamento de médio e curto prazo, NEWAVE e DECOMP, são 
baseadas na Programação Dinâmica Dual Estocástica proposta por Pereira (1989). Este problema também foi 
resolvido pela técnica de Programação Dinâmica Estocástica por Siqueira (2006). Os autores testaram diferentes 
distribuições probabilísticas (normal, log-normal, box-cox) para modelar as afluências naturais, além de regras que 
correlacionam as afluências entre os períodos de tempo. O objetivo é minimizar o complemento térmico. O modelo 
de cadeia de Markov restrita é aplicado ao planejamento de longo prazo de uma cascata junto com a técnica de 
Programação Dinâmica (PD) em Zhao (2010). O sistema considerado é hidrotérmico com restrições fortes de uso 
múltiplo da água. 
 
Paralelamente, diversos estudos apresentaram formulações matemáticas para o problema com usinas 
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individualizadas. A maior parte dos trabalhos encontra as decisões de volume turbinado em um dado horizonte 
que respeite as restrições de balanço hídrico e maximize a produção hidrelétrica (minimize a geração térmica). No 
trabalho de Azevedo (2009), um algoritmo de pontos interiores foi desenvolvido para resolver de forma eficiente 
cascatas de grande dimensão. Uma formulação com múltiplos objetivos não lineares foi apresentada por Barros 
(2003). O modelo representa as funções objetivo através de uma soma ponderada. A geração é dependente da 
altura da queda d’água e representada por um polinômio. Aplicou-se a linearização simples, a linearização 
sucessiva e a resolução direta pelo algoritmo comercial não linear MINOS. A técnica de programação linear 
sucessiva também foi aplicada ao modelo proposto por Grygier (1995). O objetivo é maximizar a geração e o 
volume armazenado ao final do período de planejamento, sujeito ao balanço hídrico e aos limites técnicos, com o 
cenário de afluência determinístico. Zhang (2009) também desenvolve um modelo não linear para maximizar a 
geração e o valor final do volume armazenado através da soma ponderada. Gagnon (1974) formulou o problema 
através da programação não linear com objetivo de minimizar o déficit entre a geração hidroelétrica e a demanda, 
considerando o balanço hídrico e os limites técnicos. O modelo possui apenas as variáveis de armazenamento 
explicitadas, enquanto que as variáveis de vazão turbinada mais vertida estão implícitas (sistema linear). O 
método aplicado foi baseado em direções viáveis aplicado na relaxação lagrangiana. 
 
Neste trabalho, além da maximização da geração, adicionou-se um segundo objetivo relacionado com a robustez 
do sistema. Busca-se maximizar a reserva final de água nos reservatórios. A maximização da produção de energia 
foi tratada de duas formas distintas: (i) considerando a produtibilidade constante em relação ao nível do 
reservatório, e (ii) variando por faixas de nível do reservatório (função linear por partes), tornando a função não 
linear. O problema será tratado como multiobjetivo e as soluções Pareto dos dois modelos serão comparadas para 
avaliar como as decisões são afetadas pela modelagem da produtibilidade.  

2.0 - PLANEJAMENTO DA OPERAÇÃO DE USINAS HIDRELÉTRICAS EM CASCATA 

 
O planejamento da operação de usinas hidrelétricas tem como objetivo definir o nível dos reservatórios, git, a vazão 
turbinada, uit, e vertida, vit, para cada usina i = 1,..,N em cada período de tempo t = 1,..,T. As usinas formam uma 
cascata quando localizadas em uma mesma bacia hidrográfica e possuem interdependência na operação devido 
ao acoplamento hidráulico. A FIGURA 1 ilustra uma cascata com seis usinas (triângulo representa reservatório e 
círculo usina a fio d’água) e os fluxos entre elas, sendo yit a afluência natural à usina i no período t. 

 

 
FIGURA 1 – Cascata com usinas com reservatório (triângulo) e a fio d’água (círculo). Representação dos fluxos em 

um instante t: yit é a afluência natural à usina i e uit + vit é a soma da vazão turbinada e vertida pela usina i.  
 
A cascata é uma rede onde o princípio de conservação de fluxo é válido e que possui pontos com e sem estoque, 
usinas com reservatório e a fio d’água, respectivamente. Por exemplo, a vazão a jusante da Usina 1 na Figura 1 em 
um dado período de tempo t, u1t + v1t, se somará a vazão afluente natural da Usina 2, y2t,  definindo o fluxo entrante 
total nesta última. Dado o seu atual nível de reservatório, g2t-1, a segunda usina irá definir sua vazão a jusante, u2t + 
v2t, de forma que mantenha o nível final, g2t, dentro dos limites técnicos. Neste trabalho será considerado que o 
fluxo se desloca instantaneamente, ou seja, dentro de um mesmo período de tempo. Dessa forma, a equação de 
balanço hídrico para uma usina com reservatório é definida como 
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onde o conjunto Ωi contém as usinas imediatamente a montante da usina i e o conjunto Π  possui as usinas com 
reservatório. A constante β é responsável pela conversão de volume em vazão, já que a variável g é definida em 
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unidade de volume e as demais são vazões (unidade de volume por unidade de tempo). No caso de usinas a fio 
d’água a equação passa a ser 
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Além do balanço hídrico, a operação das usinas está sujeito a limites técnicos, como o nível mínimo e máximo dos 
reservatórios, 

ig  e 
ig , e a máxima vazão das turbinas, 

iu . O controle da vazão do rio estabelece um limite 

superior para a vazão à jusante, 
iQ , para evitar cheias e uma vazão mínima crítica, 

iQ , para uso d’água. 

2.1  Geração hidrelétrica  

 
A geração de energia em uma usina hidrelétrica é função da vazão turbinada e do coeficiente de produtibilidade da 
mesma. Este coeficiente engloba a eficiência do conjunto turbina/gerador e o efeito da queda d’água, tornando 
dependente da altura do nível do reservatório. Dada a geometria do reservatório da usina é possível estabelecer 
uma relação entre produtibilidade e volume do reservatório. Neste trabalho, a função produtibilidade versus volume 
será definida como uma função linear por partes. A FIGURA 2 apresenta um exemplo da função com a espessura 
da linha alternada entre as faixas. A função é definida para cada usina com reservatório 
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onde ipτ  e 
ipϕ  são, respectivamente, a constante e a inclinação da faixa de volume p definida pelos limites [ li(p-1), 

lip ] da usina i. A produtibilidade é obtida considerando o volume médio entre o volume inicial e final de cada 
período. As usinas a fio d’água possuem um valor constante de produtibilidade. 
 

 
FIGURA 2 – Função produtibilidade versus volume. 

 
A equação da geração de energia total de uma cascata em um horizonte de tempo T é 
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Esta equação pode ser simplificada considerando-se o fator de produtibilidade constante, αi. Dessa forma, a função 
de geração torna-se linear em relação à vazão turbinada, 
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Apesar da simplificação, a função linear é aplicada principalmente no planejamento de longo prazo, onde há um 
menor detalhamento no funcionamento da operação da usina, prevalecendo a vantagem de modelar o problema de 
grande porte via programação linear. 

 
2.2  Nível final do reservatório 
 
Muitos trabalhos na literatura utilizaram o nível final do reservatório como um indicador de robustez do sistema, 
como contraponto a otimização da geração. Nesse caso, as decisões não serão avaliadas apenas pela produção 
de energia, mas também, será avaliado o impacto dessas ações no sistema além do horizonte, através do nível 
final dos reservatórios. 
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O volume armazenado é um dos principais indicadores de segurança energética em um sistema com alta 
presença de usinas hidrelétricas. Um alto nível dos reservatórios ao final do período de planejamento se traduz em 
maior robustez para o sistema no futuro, pois esse acúmulo favorece a geração em períodos de seca, reduzindo o 
complemento, por exemplo, das usinas térmicas. 
 
O volume final será formulado como a média dos volumes finais dos reservatórios da cascata, como um segundo 
objetivo independente da geração. Este objetivo será maximizar 
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3.0 - PROGRAMAÇÃO LINEAR MULTIOBJETIVO 

O problema de planejamento da operação de usinas hidrelétricas pode ser formulado por programação linear 
multiobjetiva, ao se considerar a produtibilidade constante em todas as usinas, como 
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A primeria função objetivo (7) busca maximizar a geração e o segundo objetivo (8) maximiza a média do volume 
final dos reservátorios. As restrições (9) e (10) são o balanço hidrico da cascata. Os limites da vazão a jusante 
estão na equação (11).  As variáveis são definidas em (12), (13) e (14). 
 
O número de variáveis do modelo é |Π|T + 2NT, |Π| ≤ N. O principal conjunto de restrições é o balanço hídrico, (9) 
e (10), com NT restrições. Logo, o modelo possui complexidade da ordem de O(NT) para variáveis e restrições. 
 

4.0 - PROGRAMAÇÃO NÃO LINEAR MULTIOBJETIVO 

 
No modelo não linear utiliza-se apenas as variáveis do volume do reservatório, g. Foca-se o problema no controle 
do nível de água dos reservatórios da cascata, pois essa é a variável crítica na geração de energia e na absorção 
das variações da vazão natural. Esse modelo baseia-se no fato que, conhecendo o histórico do reservatório, das 
vazões afluentes e o limite superior de turbinagem, é possível estabelecer o volume turbinado e vertido de cada 
usina.  
 
Na cascata da Figura 1, o volume turbinado mais vertido no tempo t na primeira e quarta usina é, segundo a 
equação (1), igual à 
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na segunda usina é 
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na terceira, segundo a equação (2) e (18), igual à 
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A vazão a jusante na quinta usina, a partir das equações (1), (16) e (20), é 
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e na sexta usina é 
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Logo, a vazão a jusante é calculada a partir das diferenças temporais dos volumes dos reservatórios e da vazão 
natural afluente na cascata através das equações 
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onde o conjunto Ψi possui todas as usinas a montante de i (incluindo ela mesma) e o conjunto 
iΛ  todas as usinas 

com reservatório a montante de i (incluindo ela mesma, se i for uma usina com reservatório).  
 
Analogamente, o volume turbinado pode ser calculado implicitamente a partir de g. Como o objetivo é maximizar a 
produção, é preferível sempre turbinar o máximo. Logo, o volume turbinado é encontrado pela função de máximo, 
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Dessa forma, no modelo não linear, as restrições (9) e (10) são retiradas, e a (11) é reescrita apenas com as 
variáveis g. A geração é não linear, onde o volume turbinado de cada usina é calculado pela equação (26), e o 
cálculo dos coeficientes de produtibilidade como na equação (3). O problema é formulado como 
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O número de variáveis do modelo diminui para |Π|T. O principal conjunto de restrições é a (29), que ao todo possui 
2NT restrições. Logo, o modelo possui complexidade da ordem de O(NT) para restrições e O(|Π|T) para variáveis. 
 
As duas partes que compõem a função objetivo (27) são sub-diferenciáveis, α devido a sua estrutura por partes e 
uit devido à função de máximo. A FIGURA 3 apresenta as curvas de nível da função (27) no caso com duas 
variáveis. Como observado, essas curvas possuem quinas, indicando que a função é sub-diferenciável. Outra 
característica é que a função define curvas de nível convexas na região de busca. 
 

5.0 - RESULTADOS  

 
O modelo não linear e o modelo de programação linear foram aplicados na cascata do Rio Grande. Os modelos 
testados foram aplicados em um ano de planejamento, discretizado em 12 meses. 
 
No rio Grande estão dispostas três usinas CEMIG em cascata, são elas: Camargos, Ituntinga e Funil. Apenas a 
primeira usina é tratada com reservatório. Desta forma, o controle do reservatório de Camargos é o fator principal 
na otimização dessa cascata, já que essa usina possui o maior reservatório. Além disso, como está localizada à 
montante de todas as outras, as decisões sobre o seu volume liberado impacta fortemente na produção energética 
de toda a cascata. 
 
Uma série de testes alterando as afluências naturais foi realizada para comparar as duas formulações. A cada 
teste utilizou-se uma série retirada do conjunto de afluências naturais entre os anos 1931 e 2010, disponíveis pelo 
Operador Nacional do Sistema.  
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FIGURA 3 - Curvas de níveis da função (27) com duas variáveis. 

 
 
Neste problema, o modelo linear possui 84 variáveis e 108 restrições, as de balanço hídrico e limites da vazão a 
jusante. Já no modelo linear, há apenas 12 variáveis e 72 restrições. Em ambos foi aplicado o método do épsilon 
restrito, onde o segundo objetivo foi transformado em restrição, e 10 pontos Pareto foram mapeados. O modelo 
linear foi resolvido pelo Simplex e o não linear pelo algoritmo Elipsoidal. 
 
Em cada um dos cenários de afluência, as soluções Pareto encontradas pelos dois modelos são distintas quando 
o volume inicial de Camargos é 50% do volume total e o período de otimização começa em julho e termina em 
junho do ano seguinte. A fronteira Pareto do modelo não linear domina a fronteira do linear. Por exemplo, a 
FIGURA 4 - (a) apresenta o Pareto para o período de julho de 1970 até junho de 1971 e a FIGURA 4 - (b) para o 
período de julho de 2006 até junho de 2007. Os asteriscos são as soluções encontradas pelo modelo linear 
avaliadas na função não linear de geração e os triângulos representam as soluções do modelo não linear.  
 

 
FIGURA 4 – Pareto (a) para o período de jul/70 até jun/71 e (b) para o período de jul/06 até jun/07. 

 
O segundo grupo de testes foi realizado com o ano inteiro, de janeiro a dezembro, como o horizonte de 
planejamento. O reservatório de Camargos foi considerado cheio no inicio. Nestas configurações algumas 
soluções encontradas pelo modelo linear são não dominadas pelas soluções do modelo não linear. A FIGURA 5 – 
(a) apresenta as fronteiras Pareto para o ano de 1972 e (b) para o ano de 1931. 
 
As soluções dos modelos se aproximam quando as condições impostas pelo volume inicial e o cenário de 
afluência são restritivas, ou seja, limitam as politicas de controle dos reservatórios. No segundo teste, há dois 
períodos de alta afluência, no inicio e no final do ano, possibilitando ao modelo linear manter o reservatório cheio 
em grande parte do horizonte mesmo com altas vazões turbinadas. Soma-se a isto, o fato do reservatório iniciar 
cheio. Já no primeiro teste, o horizonte de otimização conta com apenas um período chuvoso e dois períodos mais 
secos, no inicio e fim do horizonte, e um reservatório inicial na sua metade. Estas condições possibilitam 
diferentes estratégias no controle do volume e consequente impacto na geração, pois o momento de turbinar, e 
não apenas a quantidade, impacta na geração final. O modelo linear não consegue diferenciar esta dimensão do 
problema ao considerar a produtibilidade constante. Então, ele mantém o reservatório em níveis mais baixos e 
altas vazões turbinadas. Diferentemente, o modelo não linear busca inicialmente elevar o volume do reservatório 
para elevar sua produtibilidade, ou seja, turbina mais em um segundo momento com maior eficiência. 
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FIGURA 5 – Pareto (a) para o período de jan/72 até dez/72 e (b) para o período de jan/31 até dez/31. 

6.0 - CONCLUSÕES 

 
O presente trabalho modelou o problema de planejamento de usinas hidreletricas em cascata como multiobjetivo, 
considerando a maximização da geração e do volume final do reservatório. Duas formulações foram apresentadas 
e discutidas: uma linear e outra não linear. A diferença se concentra na forma de calcular a produtibilidade das 
usinas com reservatório. A primeira considera constante e a segunda formulação possibilita a variação da 
produtibilidade em relação ao volume armazenado. Além disto, o modelo não linear pode ser escrito de forma mais 
compacta com apenas as variáveis de volume explicitadas. 
 
Os resultados apresentados demonstram que o modelo não linear domina o modelo linear, principalmente, em 
situações onde não basta apenas maximizar a vazão turbinada total, e sim, considerar a evolução do nível do 
reservatório e a eficiencia da geração (a variação da produtibilidade nos períodos). Além disto, o modelo linear 
superestima a geração quando o reservatório permanece com baixo volume. 
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