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RESUMO

O problema de Fluxo de Poténcia Otimo AC (FPO AC) tem por objetivo determinar a operacéo 6tima de um sistema
de geragdo e transmissédo, representando, de forma integrada, as restricdes fisicas e operacionais da rede elétrica.
Este problema de otimizagdo corresponde, por definicdo, a um modelo de programagdo matematica nao linear e
ndo convexo. Ha situacBes em que pode ser de interesse introduzir variaveis inteiras ao modelo, para representar,
por exemplo, restricGes unit commitment para usinas térmicas, chaveamento de bancos de capacitores\reatores,
planos de expansdo da transmissdo, entre outras. Com isto, obtém-se um modelo de programacédo n&o linear
inteira mista (PNLIM). Apesar de existirem pacotes de otimizagdo que se propdem a resolver este tipo de problema,
tais pacotes ainda representam um desafio, especialmente quando o nimero de variaveis inteiras é representativo
e\ou o problema nao linear é fortemente ndo convexo. O objetivo deste trabalho é apresentar uma alternativa para
resolver o problema de PNLIM do FPO AC, reformulando-o como um modelo de Programacéo Linear Inteira Mista
(PLIM). Dois modelos de PLIM do FPO AC serdo obtidos aplicando técnicas de linearizacéo junto a restricdes de
convexificagdo: o primeiro a partir da formulagdo do FPO em coordenadas polares e o segundo a partir da
formulacdo em coordenadas retangulares. Serdo apresentados resultados numéricos para trés sistemas elétricos,
de pequeno a médio porte, comparando seus resultados com o modelo nao linear de FPO. Os casos de estudo
correspondem a um sistema exemplo de trés barras, o sistema padrédo do IEEE-24 barras e uma configuragédo real
do sistema elétrico da Costa Rica.

PALAVRAS-CHAVE

Fluxo de poténcia 6timo AC, programacdo ndo linear, programacédo linear inteira mista e desigualdades de
convexificagdo de McCormick.

1.0 - INTRODUCAO

O problema de Fluxo de Poténcia Otimo AC corresponde a um modelo de programagcéo no linear, em que se tem
por objetivo determinar a operacdo 6tima de um sistema de geracdo e transmisséo, representando, de forma
integrada, os fendmenos relativos a poténcia ativa e reativa. Este é, por si s6 um problema de dificil solu¢édo, dada
a ndo convexidade de suas restricbes. Apesar de existirem algoritmos muito eficientes para a solugdo de
problemas de programacédo nédo linear, a exemplo do algoritmo de pontos interiores utilizado pelo pacote de
otimizacdo Knitro e aplicado pelo modelo OptFlow (de propriedade de PSR [1]), ndo existe garantia matematica de
se alcanc¢ar uma solucao 6tima global.

Além da complexidade intrinseca associada as nao convexidades dos fluxos nos circuitos, existem ainda situagoes
nas quais pode ser interessante representar em detalhes as restricbes de unit commitment para o despacho de
unidades térmicas, o chaveamento de bancos de capacitores\reatores, ou incorporar os detalhes da operagéo do
FPO dentro de um plano de expanséo da transmissé@o. Todos estes equipamentos\modelos requerem a introdugéo
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de variaveis inteiras, transformando o modelo FPO AC em um problema de PNLIM. Apesar de existirem pacotes de
otimizacao disponiveis no mercado que se propdem a resolver modelos de PNILM (ver Baron [2] e Knitro [3]), a
combinacado da convexidade intrinseca dos fluxos nos circuitos com um ndmero representativo de variaveis inteiras,
especialmente para problemas de mediando a grande porte, € ainda um desafio e um terreno a ser explorado.

As razdes citadas acima e a crescente confiabilidade apresentada pelos pacotes de otimiza¢do de programagao
linear inteira motivaram o desenvolvimento de uma abordagem FPO AC modelado como PLIM. Nas sec¢fes
seguintes, sdo apresentados dois modelos de programacdo matematica para o problema de FPO AC como um
PLIM: o primeiro a partir da formulagdo em coordenadas polares e o segundo a partir da formulacdo em
coordenadas retangulares.

2.0 - MODELO NAO LINEAR

Existem diversas func¢des objetivo que podem ser combinadas com FPO, dependendo da andlise a ser
considerada. Neste trabalho sera representada a fungéo objetivo de minimo despacho de poténcia ativa. O modelo
geral de FPO AC é descrito matematicamente pelo seguinte conjunto de equacdes.

Min 2 c(i) Pg(i) (1)
s.a P(k) = ngg(k) Pxm (1.a)
Q(K) = Zmeagy Qum (1.b)
P(k) = Pi(K) — Zica Pg(i) (1.c)
Q(k) = Qi(K) — Ziea(v Qi) (1.d)
Prmin(K) < P(K) < Pmax(k) (1.e)
Qmin(K) = Q(K) < Qmax(k) 1.9
IPkml < Pkm,max (19)
Onde:
i indice de gerador
k indice de barra
km indice do circuito conectando a barra k a barra m

Q(K) conjunto de circuitos conectados a barra k

G(K) conjunto de geradores conectados a barra k

c(i) custo de despacho de poténcia ativa do gerador i
P(k) injecdo de poténcia ativa na barra k

Q(k) injecdo de poténcia reativa na barra k

Pi(k) carga ativa na barra k

Qi(k) carga reativa na barra k

Py(i) geracgédo de poténcia ativa do gerador i

Qq(i) geracgdo de poténcia reativa do gerador i

Pim fluxo ativo no circuito conectando a barra k & barra m
Qxm fluxo reativo no circuito conectando a barra k a barra m

2.1 Coordenadas Polares

As nao linearidades do modelo séo devidas principalmente aos fluxos de poténcia ativa e reativa nos circuitos. No
modelo em coordenadas polares, os fluxos dependem das tensdes nas barras e da diferenca angular nas barras
terminais dos circuitos. Eles séo representados pelas seguintes equacoes.

Pkm = Qkm V2(k) — gkm V(K) V(M) cos(Bkm) — bkm V(K) V(M) sen(Bxm) (2)
Qum = — (Bkm + bskm) VA(K) + bim V(K) V(M) coS(Bkm) — Gkm V(K) V(M) sen(Bm) (3)
Onde:
Okm condutancia serie do circuito km, conectando a barra k a barra m (parametro conhecido)
bkm susceptancia serie do circuito km, conectando a barra k a barra m (parametro conhecido)

bSkm susceptancia shunt do circuito km, conectando a barra k a barra m (parametro conhecido)
V(k) magnitude de tensdo na barra k



Bkm diferenga angular da barra k para a barra m

Adicionalmente a representacéo do fluxo nos circuitos, existem limites operacionais nas magnitudes de tenséo nas
barras e nas diferengas angulares nos circuitos.

Vimin(K) < V(K) < Vimax(K) € [Bkm| < Bkm,max (4)
Nos fluxos nos circuitos representados em (2) e (3), pode-se reconhecer trés termos nédo lineares, um como uma
funcéo quadrética da tensdo na barra e dois envolvendo o produto da tenséo nas barras terminais dos circuitos e o
seno ou cosseno da diferenca angular. Mais especificamente:

Vz(k), V(k) V(m) sen(Bum) e V(k) V(m) cos(Bkm) (5)

2.2 Coordenadas Retangulares

Uma segunda representacdo do FPO é obtida representando os fluxos nos circuitos por coordenadas retangulares,
ao invés de coordenadas polares. Esta abordagem é menos utilizada na literatura, mas tem a vantagem de
desvincular o fluxo nos circuitos das fungdes trigonométricas seno e cosseno. Os fluxos nos circuitos séo
representados por:

Pim = Giam (W(K) + 2°(K)) = G (W(K) W(m) + Z(K) Z(M)) + b (W(K) Z(M) — w(m) 2(K)) (6)

Qum = —(bkm + bSkm) (WA(K) + 2°(K)) + Gkm (W(K) (M) — w(m) z(K)) + bim (W(K) w(m) + z(k) z(m)) )

Onde:
w(k) componente real da tensdo complexa na barra k
z(k) componente imagindaria da tensdo complexa na barra k

Adicionalmente a representacdo do fluxo nos circuitos, existem limites operacionais associadas as componentes
real, imaginaria e complexa das tensdes nas barras.

Wiin(K) £ W(K) € Winax(K),  Zmin(K) S 2(K) < Zmax(K) €  Emin(k) < (W(K) + Z°(K)) < Emax(k) (8)
Os termos néo lineares dos fluxos de poténcia ativa e reativa nos circuitos estdo presentes no quadrado das
componentes real e imaginaria da tensdo nas barras, assim como nas fung@es bilineares resultantes dos produtos

cruzados das componentes real e imaginaria da tensdo nas barras terminais dos circuitos. Mais especificamente:

Wz(k), zz(k), w(k) w(m), z(k) z(m), w(k) z(m) e w(m) z(k) 9)

3.0 - MODELO LINEAR INTEIRO MISTO

Os modelos lineares inteiros do FPO AC serdo obtidos aplicando aproximacgfes lineares e restricdes de
convexificagdo de McCormick (ver[4]) sobre as fun¢des néo lineares (5), para o modelo em coordenadas polares, e
sobre as func¢des ndo lineares (9), para o modelo em coordenadas retangulares.

3.1 Modelo em Coordenadas Polares

Apresenta-se, na sequéncia, cada uma das linearizagbes utilizadas para a reformulacio do modelo em
coordenadas polares como um PLIM.

a. Quadrado da tensao nas barras: V2(k)
Devido aos niveis de tensdo estarem em uma faixa de variagdo relativamente estreita (em torno da unidade) pode-
se considerar que uma boa aproximacgéo do quadrado da tenséo é obtida através da expansao por série de Taylor,
limitada no termo de primeira ordem, e ao redor do valor 1.

VA(K) = 2 V(K) - 1 (10)
b. Funcao trivariavel em fungdo do seno para V(k) V(m) sen(Bkm)
A primeira aproximacdo a ser considerada assume que as diferencas angulares nos circuitos ndo sé&o

representativas e, a semelhanca dos modelos DC de FPO, o seno do angulo pode ser aproximado pelo préprio
angulo. Desta forma, a funcao trivariavel V(k) V(m) sen(Bkm) se transforma na seguinte funcgéo trilinear.



V(k) V(m) sen(Bim) = V(K) V(M) Bkm (11)
O lado direito desta equagdo pode ser desdobrado em duas funcdes bilineares:

Vi = V(K) V(m) e @im = Vi Bkm 12)
Cada uma destas fungdes bilineares podem, por sua vez, ser aproximadas pela envoltéria convexa definida pelas

desigualdades de convexificagdo de McCormick. As desigualdades de McCormick que definem a envoltdria
convexa de uma funcao bilinear z = x y, definida pelo produto das variaveis x e y, sao representadas por:

z2X Ymax + Xmax Y — Xmax Ymax (13a)
z2X ymin + Xmin y — Xmin Ymin (13b)
Z<X Ymax t Xmin Y — Xmin Ymax (13C)
Z = X Ymin + Xmax Y — Xmax Ymin (13.d)

E importante observar que a precisdo na definicdo da envoltéria convexa determinada pelas restricbes de
desigualdade de McCormick esta diretamente associada aos limites minimo e maximo das variaveis x e y.

Para as fung@es bilineares Vim = V(k) V(M) € @km = Vim Bkm, 0s limites de cada variavel séo determinados a partir
dos limites minimo e maximo do médulo de tensao e da diferenga angular nos circuitos.

c¢. Funcao trivariavel em funcdo do cosseno: V(k) V(m) cos(Bkm)

A primeira abordagem para linearizar a funcéo trivariavel V(k) V(m) cos(bkm) € obter uma aproximacéo linear do
cosseno. A linearizagdo da fungéo cosseno pode ser obtida discretizando o dominio de definicdo do angulo e
definindo uma fungéo linear por partes nos pontos extremos de cada segmentacéo, utilizando restrigdes tipo SOS2
(ver [5]). Estas restricdbes tem a vantagem de serem resolvidas de forma muito eficiente pelos pacotes de
otimizacdo linear inteira e a desvantagem de associar o aumento de precisdo diretamente com o aumento do
ndamero de variaveis inteiras. Uma segunda abordagem é representar o cosseno pelas desigualdades lineares
definidas pelas retas secantes, definidas nos pontos extremos do intervalo discretizado do angulo. Neste caso se
assume que elas representam uma boa aproximacao do cosseno quando as diferengas angulares se encontram
préximas de zero, o0 que coincide com a minimizagao das perdas ativas na rede de transmisséo.

Uma vez linearizada a funcéo cosseno, podemos considerar que a fungéo trivariavel V(k) V(m) cos(6xm) pode ser
representada pela seguinte funcgéo trilinear.

V(k) V(m) cos(Bkm) = V(k) V(M) Zkm (14)
onde {xm denota a aproximacéo de cos(Bkm).

Novamente, temos um produto trilinear que pode ser aproximado pelas restricdes de convexificacdo de McCormick
de forma recursiva, aplicadas, em um primeiro passo, ao produto bilinear Vim = V(k) V(m) e, em um segundo passo,

ao produto Wkm = Vikm Cxm. Os limites minimo e maximo para cada variavel sdo determinados a partir dos limites
minimo e maximo do mddulo de tenséo e do cosseno, no intervalo de diferenca angular nos circuitos.

3.2 Modelo em Coordenadas Retanqulares

No modelo em coordenadas retangulares as néo linearidades estdo presentes nos seguintes conjuntos de fungdes.
a. Funcdes quadraticas: w’(k) e z*(k)

Estas funcgdes quadraticas sdo um tipo especial de fungdes bilineares e, consequentemente, podem ser
aproximadas pela envoltéria convexa definida pelas desigualdades de McCormick (equagdes 13.a-d), onde seus
limites (minimo e maximo) sdo determinados pelos limites minimo e maximo das componentes real e imaginaria
das tensdes nas barras.

b. Funcdes bilineares: w(k) w(m), z(k) z(m), w(k) z(m) e w(m) z(k)

Da mesma forma que nos casos anteriores, podemos considerar que cada produto bilinear, resultado do produto
cruzado das componentes reais e imaginaria da tensédo, podem ser aproximados pelas restricbes de convexificagéo
de McCormick (13.a-d). Os limites minimo e maximo de cada variavel correspondem aos limites minimo e maximo
das componentes real e imaginaria da tenséo.
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3.3 Restricdes Disjuntivas na Convexificacdo de McCormick

Como mencionado anteriormente, um ponto relevante na definicdo da envoltéria convexa das restricbes de
desigualdade de McCormick é a determinag&o de limites minimo e méximo precisos para cada uma das variaveis.
Uma forma de obter maior precisdo na definicdo destas restricbes é discretizar os intervalos de definicdo das
variaveis, definindo restricdes disjuntivas sobre os conjuntos de desigualdades.

As restricdes disjuntivas introduzem variaveis discretas na formulagdo do problema, de forma a garantir que
somente uma das restrigcdes estara efetivamente ativa.

Considerando que o intervalo de definicdo da variavel x é discretizado em n segmentos (Xmin,n,Xmaxn), O conjunto de
restricdes de convexificagdo de McCormick (13.a-d) passara a ser substituido pelo seguinte conjunto de restricdes
disjuntivas.

Z + BigM (1— D) 2 X Ymax + Xmax,n Y — Xmax,n Ymax (15.a)
Z + BigM (1— Dn) 2 X Ymin + Xmin,n Y — Xmin,n Ymin (15.b)
Z — BigM (1— Dn) < X Ymax + Xmin,n Y — Xmin,n Ymax (15.c)
z — BigM (1— Dn) < X Ymin + Xmax,n Y — Xmax,n Ymin (15.d)
2,Dn=1 (15.e)
Dn €{0,1} (15.)

Onde a constante BigM deve ser definida de forma a garantir que as restricdes associadas as segmentagdes nao
ativas estejam efetivamente relaxadas.

4.0 - ESTUDOS DE CASO E ANALISE DE RESULTADOS

Nesta secdo, sdo apresentados resultados numéricos para pequenas variagbes de cada modelo de PLIM,
utiizando o modelo OptFlow como base de comparagdo. Para o modelo em coordenadas polares seréo
apresentadas trés abordagens diferentes, a primeira considerando a aproximagédo do cosseno por restricbes tipo
SO0S2, a segunda representando um problema puramente linear onde o cosseno € aproximando por secantes
definidas nos pontos extremos do intervalo de diferenca angular discretizado, e a terceira adicionando restricbes
disjuntivas nas restricbes de convexificacdo de McCormick. No modelo em coordenadas retangulares, trés
representagdes serdo também consideradas, sendo a primeira a formulagdo béasica das restricbes de
convexificagdo de McCormick, a segunda introduzindo restricdes disjuntivas sobre estas desigualdades e a terceira
restringindo o intervalo de variacdo do angulo em um entorno da solu¢cdo do modelo OptFlow. Na Tabela 1 se
classificam as caracteristicas de cada um destes modelos. Para resolver os modelos de PLIM se utilizou o pacote
de otimizag&o linear inteira Xpress [6].

Tabela 1 — Modelos de PLIM do FPO

Descri¢éo Coord. Coord. Cosseno Cosseno McCormick | Intervalo Intervalo
Polares Retang. SOS2 PL Disjuntivo angulo angulo
[-15,15] Solugdo NL

P-1 v v v

CP-2 v v v

CP-3 v v v v

CR-1 v v

CR-2 v v v

CR-3 v v v

Para cada um destes modelos serdo apresentadas solu¢des para os seguintes sistemas elétricos.

Tabela 2 — Dimens0fes Sistemas Elétricos

Sistema NUmero barras NUmero circuitos NUmero geradores
3 Barras 3 3 1

IEEE-24 Barras 24 38 33

Costa Rica 47 58 52

4.1 Sistema de 3 barras

A tabela 3 apresenta os resultados de cada um dos modelos de FPO AC para o sistema de 3 barras.
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Tabela 3 — Resultados 3 barras

OptFlow | CP-1 CP-2 CP-3 CR-1 CR-2 CR-3
Funcéo 307.43 307.06 307.05 307.05 307.20 307.20 307.22
objetivo
CPU (s) 0.22 0.05 0.03 0.06 0.04 0.05 0.07
Variavel 0-1 - 99 - 12 - 14 14
Perdas (%) 25 24 24 2.6 24 24 24
Desvio Bim - 0.32 0.24 0.17 0.21 0.21 0.19
(°) OptFlow
Desvio V(k) | - 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01 0.01
(pu) OptFlow

Ao comparar as solugbes dos modelos de programacdo linear inteira mista com o modelo n&o linear, pode-se
observar que: a) as solugBes de PLIM mantém os custos de despacho e perdas ativas da solu¢édo néo linear e b) a
linearizagdo do cosseno por secantes € uma boa aproximagdo, que leva praticamente ao mesmo resultado da
representacdo do cosseno por restricdes tipo SOS2. Esta Ultima observacdo permite pensar que pode ser uma
boa estratégia aproximar o cosseno por programagado continua, reservando a discretizagdo das variaveis para as
restricdes disjuntivas de McCormick. Por dltimo se observa também que as solugces dos modelos em
coordenadas polares e retangulares sdo proximas, o que € esperado quando é possivel determinar aproximacdes
precisas dos modelos nao lineares por PLIM.

4.2 Sistema |IEEE-24 barras

Na tabela 4 se resumem os resultados dos modelos de FPO AC para o sistema IEEE-24 barras.

Tabela 4 — Resultados IEEE-24 barras

OptFlow | CP-1 CP-2 CP-3 CR-1 CR-2 CR-3
Funcéo 1656.60 | 1656.39 1656.39 1656.42 1656.38 1656.38 1657.46
objetivo
CPU (s) 0.3 15 0.3 4.3 0.22 4.0 120
Variavel 0-1 - 1254 - 124 - 248 248
Perdas (%) 2.3 23 23 23 23 23 24
Desvio Bim - 1.73 1.73 1.07 6.7 5.9 0.58
(°) OptFlow
Desvio V(k) | - 0.06 0.06 0.04 0.19 0.09 0.03
(pu) OptFlow

No sistema IEEE-24 barras ndo se observam diferencas significativas nos valores das funcdes objetivo e no
montante de perdas, se comparamos os resultados dos modelos de PLIM com os resultados do modelo néo linear
OptFlow. Ao comparar os desvios das solu¢des dos modelos de PLIM em relacdo a solucéo do modelo néo linear,
a maior precisdo para os modelos em coordenadas polares é obtida por aquele que combina a aproximacao
continua do cosseno com as restricbes disjuntivas das desigualdades de McCormick. Para o modelo em
coordenadas retangulares, uma aproximagdo mais precisa somente foi alcancada quando se realiza um ajuste do
intervalo de variacdo do &ngulo em um entorno da solugdo néo linear, o que, apesar de atrativo do ponto de vista
matematico, pode nao ser aplicavel na pratica.

4.3 Sistema da Costa Rica

Por ultimo a tabela 5 apresenta os resultados dos diferentes modelos de FPO AC para o sistema elétrico da Costa
Rica.

Tabela 5 — Resultados sistema Costa Rica

OptFlow | CP-1 CP-2 CP-3 CR-1 CR-2 CR-3
Funcéo 23105.12 | 23103 23103 23107.7 23103 23103 23103
objetivo
CPU (s) 0.28 0.44 0.29 108 0.33 11.6 300
Variavel 0-1 - 1914 445? - 420 420
Perdas (%) 1.06 1.06 1.06 1.07 1.06 1.06 1.06
Desvio Bim - 1.68 1.57 0.78 1.86 211 0.49
(°) OptFlow
Desvio V(k) | - 0.06 0.06 0.05 0.12 0.07 0.05
(pu) OptFlow
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O sistema da Costa Rica, seguindo o mesmo comportamento do sistema IEEE-24 barras, a solu¢do que apresenta
melhor desempenho em comparagdo com a solucéo ndo linear, corresponde ao ultimo modelo em coordenadas
polares, no qual o cosseno é representado por aproximacdes lineares continuas e o intervalo de variagcdo da
diferenca angular é discretizado para representar as desigualdades de McCormick em forma disjuntiva.

5.0 - CONCLUSOES

As solucdes obtidas nos estudos de casos indicam que o método mais robusto e que apresenta menor desvio da
solugdo em relagdo a solugdo nédo linear corresponde ao modelo em coordenadas polares, o qual combina a
representacao continua do cosseno com a aplicagao de restrigBes disjuntivas sobre o conjunto de desigualdades
de McCormick. A possibilidade de modelar o cosseno por programacéo continua é interessante porque abre
caminho para aumentar a discretizagédo das restricdes disjuntivas e representar os produtos bilineares com maior
precisao. A evidéncia que as restricdes disjuntivas apresentam uma melhor aproximacao das desigualdades de
McCormick se deve a sensibilidade da representagdo da fungdo seno (ou da correspondente componente
imaginaria da tensdo em coordenadas retangulares) quando o angulo se encontra proximo de zero. Dividir o
intervalo de definicdo de diferenca angular nos segmentos positivos e negativos se apresentou como uma
estratégia numericamente interessante.

Um ponto relevante nestas representacdes é o numero de desigualdades de McCormick representadas. Enquanto
no modelo em coordenadas polares as desigualdades de McCormick correspondem a (4 x 3 x numero de
circuitos) restricbes, no modelo em coordenadas retangulares elas totalizam (4 x (2 x nimero de barras + 4 x
namero de circuitos)) restricdes. Esta diferenca, favoravel ao modelo em coordenadas polares, permite aumentar o
namero de discretizagdes de suas restricdes disjuntivas e com isso obter uma maior precisao na solugéo.

Podemos resumir as conclusdes acima nos seguintes pontos.

- A representacgdo do cosseno por secantes combinada com a representacéo de restricdes disjuntivas para as
desigualdades de McCormick se apresentou como uma alternativa viavel;

- A segmentacao do intervalo de definicdo das variaveis das desigualdades de convexificagdo de McCormick leva
a uma maior precisao da solugdo, especialmente quando os produtos das variaveis assumem valores proximos de
zero;

- O menor nimero de desigualdades de McCormick do modelo em coordenadas polares favorece a representacédo
das restri¢@es disjuntivas de McCormick com maior preciséo.
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